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Uvod

"Optimal Design in Small Amplitude Homogenization” G. Allaire, S.
Gutiérrez,2005.

"Shape Optimization by the Homogenization Method" G. Allaire,
Springer, 2010.

promatramo mje¥avinu dva materijala A? i A' u kojem je Al mala
smetnja (pertubacija) A°

A i Al simetri¢ni pozitivno definitni tenzori
n amplituda ili kontrast izmedu dva materijala, tj. Al = A%(1 + )

s x ¢emo oznalavati karakteristi¢nu funkciju podru&ja okupiranog
materijalom Al

tenzor provodenja (conductivity tensor)

A(x) = (1= X(x))A% + x(x)A" = A°(1 + nx(x))
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Uvod

neka je Q C RN gladak, omeden, otvoren skup, s rubom
0Q=TpuUly, FDDFN=®
za dane f € H71(Q) i g € L?(0R), promatramo problem:
—div(AVW0) = f u Q
u=0na FD (1)
AVW -n=gnaly

Zelimo minimizirati: J(x) = /jl(u)dx+/ j2(u)ds, j1,jo € C3s
Q r

adekvatnim uvjetom rasta: !

npr. 3C > 0 |ji(u)] < C(Ju? +1), [jj(u)] <

C(lul+1), [/ (w)] < C.
Primjeri funkcije cilja:

J(X):/Qf( x)u(x)dx ili J /| x) — ugij(x)[2dx.

Irena Brdar Problem optimalnog dizajna 24.04.2018. 3 /45



Uvod

@ uz pretpostavku da materijali imaju zadani omjer volumena, © za A i
(1-0©)za A%, © € (0,1), definiramo skup dopustivih dizajna s:

Upg — {X € 1°%(Q: {0,1}) /Qx(x)dx - em} O

Definicija 1
Optimizacijski problem

inf J() )

zovemo problem optimalnog dizajna uz velike amplitude.
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Uvod

Problem za kojeg ne postoji optimalan dizajn

Neka je u rjeSenje zadace:

—div(AVu) =0u Q
AVu-n=o0g-nnadd ’

gdje je 0 = [oolen i A(x) = alx(x) + BI(1 — x(x)).
Funkcija cilja je:

) = /BQ(Uo-n)uds—i-//Q(l — (x))dx

- 2(3— 2(3_
gdje je oo [(3/? a) << ool (g a)_

«

Problem: minimizirati J u prostoru L>(; {0, 1}).
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Pretpostavka malih amplituda

Pretpostavka malih amplituda

Kako je A linearna funkcija u 7, rjedenje u € H*() je analititko u odnosu
na n:

u:u0+77u1+772u2+...

Uvrstavanjem u problem (1):

f = —div(AVu)
~ —div (A1 + ) (Vi + V' + 7?Vi?))
= —div (A°VuO + n(A'Vul + A%V LO) +
n? (APVu? + A% Vul))

Irena Brdar Problem optimalnog dizajna 24.04.2018. 6 /45



Pretpostavka malih amplituda

Iz toga dobivamo:

—div(A°Vu0) = fu Q
WO=0nalp
AV .- n=gnaly

—div(A'Vul) = div(xA°ViuP) u Q
ut!=0nalp
AVul-n=—xAVu® - nnaly

—div(A°Vu?) = div(xA'Vul) u Q
vw>=0nalp
AVu? - n=—xAVul -nnaly
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Pretpostavka malih amplituda

Taylorov razvoj za J(x) = /jl(u)dx —I—/ J2(u)ds:
Q (Y,

1/ u0
Jiln) = Ji(u®) + ji(u®) (u - uo)—l—Ji(z)(u— u0)? + ...

JO) (O +nut +Pu® — u®) +

(u® + nut + n2u? — u0)?

J(W°)

= ) + )t o) +

(77“1 + 7721—’2)2
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Pretpostavka malih amplituda

Tl it ?) = /Q ()b + 1 /Q J(u)utdx +

772/Q <j{(u°)u2 + ;j{’(uo)(u1)2> dx +

My

7 [ (B0 G ) o

Definicija 2
Optimizacijski problem

X

gdje su u®, u' i u? rjieSenja od (4), (5) i (6) zovemo problem optimalnog

’

dizajna uz male amplitude.

/jg(uo)ds—H]/ Jh(u®)utds +

My

. _ o 1 2
Ie?/]{:d{Jsa(X) —jsa(u ,u-,u )}

(7)
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Relaksacija H-mjerama

@ Problem uz pretpostavku malih amplituda (7) je loge postavljen.

o Postupak za ratunanje relaksacije (7): promatramo niz
(minimizirajudih ili ne) karakteristi¢nih funkcija x, i prijedemo na
limes u (7) i pripadajué¢im jednadZbama stanja.

e Do na podniz, postoji limes # takav da y, — 0 (u L>(;[0,1])). S

u®, ul, u? oznakimo rjegenja od (4) - (6) pridruZena x,,.
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Relaksacija H-mjerama

—div(A°Vu0) = f u Q
W=0nalp
AV - n=gnaly

—div(A°Vul) = div(x,A°Viul) u Q
ul=0nalp
AV ul - n = —x,A°Vul - nnaly

—div(A°Vu?) = div(x,A°Vul) u Q
u2=0nalp
AV 2 - n=—x,AV,ut -nnaly
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Relaksacija H-mjerama

= div(xnA°Vu0) u Q
=0nalp

—div(A°Vu})
up
AV il n=—x,A°Vul - nnaly

/AOVu,l,-Vqﬁ = /X,,AOVUO~V¢
Q Q
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Relaksacija H-mjerama

—div(A°Vul) = div(x,A°V i) u Q
ul=0nalp
AVul - n=—x,AVul - nnaly

/ xnAV Ul - Ve
Q

/ AVl Ve =
Q
!

!
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Relaksacija H-mjerama

—div(A°Vul) = div(x,A°V i) u Q
L=0naflp
AVul - n=—x,AVul - nnaly

/AOVU,I,-V¢ = /X,,AOVUO~V¢
Q Q

1 )
/AOVUl-w = /HAOVuO-ng
Q Q

—div(A'Vul) = div(0A°V i) u Q
v'=0nalp
AVl n=—0A'VWO - nna Ty

Irena Brdar Problem optimalnog dizajna

24.04.2018.

12 /45



Relaksacija H-mjerama

—div(A°Vu2) = div(xnA°V i) in Q
u2=0nalp
AOVU,% -n= —X,,AOV,,ul -nnalpy

/AOVUﬁ-w = /X,,AOVU,1,~V¢
Q Q
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Relaksacija H-mjerama

—div(A°Vu2) = div(xnA°V i) in Q
u2=0nalp
AOVU,% -n= —X,,AOV,,ul -nnalpy

/AOVUﬁ-w = /X,,AOVU,1,~V¢
Q Q
} I

Irena Brdar Problem optimalnog dizajna 24.04.2018. 13 / 45



Relaksacija H-mjerama

—div(A°Vu2) = div(xnA°V i) in Q
u2=0nalp
AOVU,% -n= —X,,AOV,,ul -nnalpy

/AOVUﬁ-w = /X,,AOVU,1,~V¢
Q Q

} I
/ AV Vo = 77
Q
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Relaksacija H-mjerama

Trebamo naéi koju jednadzbu zadovoljava u?.
Iz (5) vidimo da Vu} ovisi linearno o x,, kroz pseudo-diferencijalni

operator g, reda 0, Ciji je simbol

AV uO(x) - €
A% ¢

H-mjera podniza karakteristi¢nih funkcija x, je oblika:

CI(X7§): §.

u(dx, d€) = 0(x)(1 — 0(x))v(dx, ).

gdje je v vjerojatnosna mjera u odnosu na &.

lim /X,,AOVu,l,-V¢dx—/GAOVUI-V¢dx—
Q Q

n—oo
A0V 0 ¢
0(1 — ) ————=6A'V o (dx, d€).
L ea-0m (d. d)
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Relaksacija H-mjerama

Uz M(x) = /S jo(?iy(x, d¢) dobijemo:

/AOVUZ-wdx: —/ 9A°Vu1-v¢dx+/ (1 —0)A°MA’V O - Vpdx
Q Q Q

za bilo koju glatku test funkciju ¢ koja is¢ezava na p.
Stoga uy je jedinstveno rjedenje u H'(Q) od

—div(A°Vu?) = div(§A°Vut) — div(0(1 — )A°MAPV uP) u Q
v>=0nalp (9)
AV 2. n=—0A'Vul - n+0(1 - 0)A°MACV WO - nna Ty
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Relaksacija H-mjerama

Kako su ulaganja H*(Q) u L2(Q) i L?(T ) kompaktna, lako dobijemo:

lim Jlxn) = lim ( /Q J(0)dx + 1 /Q JA () ubdbet
. 1.
7 [ (56 + 2 -+
/jg(uo)ds+77/ jﬁ(uo)u,l,ds—k
My r/\/

nz/rN<jé(u )+ JHER)?) o)

= Ju(0,v)
= ufsa(uoaulau2)7

gdje su 0, ut i u? rjeenja zadaca (4), (8), (9).
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Relaksacija H-mjerama

Propozicija 1
Relaksacija problema (7) je stoga

. * o, 1 2
(B,Irgler;,{* {40, v) = Teau”, v, u®)} (10)

gdje je Jsa(u®, ut, u?) funkcija cilja, a u®, u', u? rjeSenja zadaéa (4), (8),
(9) iUz, je defmlran s

« | (0,v) e L™ [O 1]) x P(Q,Sn-1)
i = td. [, 0(x)dx = 0|Q|
gdje je skup vjerojatnosnih mjera P(2,Sy—1) definiran s

v(x,&) Radonova mjera na Q x Sy_; t.d.
P&, 8n-1) = v> 0,/ v(x,)d{ =1ssxeQ

Sn—1
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Relaksacija H-mjerama

Preciznije,

@ postoji barem jedan minimizator (6, ) problema (10)

@ bilo koji minimizator (0, ) problema (10) je dobiven pomoéu
minimizirajuéeg niza x, problema (7) u smislu da x, — 6 u L=(Q),
O(1 — 0)v je H-mjera niza (x, —0) i lim Js(xn) = J5,(0,v)

n—o0

@ bilo koji minimizirajuéi niz x, problema (7) konvergira u prethodnom

smislu k minimizatoru (6, ) problema (10).
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Optimalni uvjeti

Optimalni uvjeti

Propozicija 2

Relaksirani problem (10) moZe biti ekvivaletno rjeSen restrikcijom skupa
vjerojatnosnih mjera P(2; Sy—_1) na njegov podskup Diracovih masa.
Preciznije, postoji optimalno dizajnersko rjeSenje problema

min  J2,(6,v) (11)
(0,v)eus!,

gdje Z/{jff C U}, je definirano s

(6,) € L(; [0, 1] x P(S2, Sn_1)) t.d.

sl
Uaa = / O(x)dx = ©|Q|,v(x,&) = — £ (x)) ssx e
Q

Osim toga, optimalna Diracova masa H-mjere ne ovisi 0 6.
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Optimalni uvjeti

Dokaz:
L6,) = / J(e%)dx + 1 / J(uP)utdx +
Q Q
. 1.
7 [ (52 + R e+
/ Jo(40)ds + 1 / A(u0)utds +
My Iy

7 (R - S ) s

Cilj je eliminirati u? iz JZ,(0,v), pri tome koristimo p® riefenje u H(Q)
zadade:

(12)

Kao i u°, p° ne ovisi o (6,v).
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Optimalni uvjeti

Pomnozimo (12) s u? i parcijalno integriramo, u&inimo isto za (9) mnoZedi
s p°, te imamo

/j{(uo)u2dx+/ jé(uo)uzds = —/QAOVul-Vpde+

Q Y Q
/9(1 — ) A'MA'V O - Vpldx
Q

Preciznije, imamo

1
Sol0.0) = [ i) [ Rt [ D)) -
Q

/aAOVu -V pdx + n? /9 0) A MACY WO - WV pPdx +
/ Jo(t®)ds + 1 / J5(u0)utds + 2 / L 1(u0)(u)2ds
My My ry 2
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Optimalni uvjeti

Pomnozimo (12) s u? i parcijalno integriramo, u&inimo isto za (9) mnoZedi
s p°, te imamo

/j{(uo)uzdx—k/ jé(uo)uzds = —/QAOVul-Vpde+
Q Y Q
/ 0(1 — 0)A°MA'V O - v pOdx
Q
Preciznije, imamo
1
J0,0) = [ i)ae e [ i)t [ i) o
Q Q Q

772/ 0A0Vu1-Vp0dx+n2/ 0(1 — 0)A°MAV L0 - VpPdx +
Q Q

. . 1.
[ neyds w0 [ payatds s [ D) wh2ds.

My My My
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Optimalni uvjeti

Minimizirati JZ,(0, ) u odnosu na v zna& minimizirati skalarnu, afinu
funkciju na konveksnom skupu vjerojatnosnih mjera P(£2,Sy_1). Stoga
bilo koji minimizator v* moZe biti zamijenjen drugim minimizatorom koji je
Diracove mase koncentrirane u smjeru £* koji minimizira funkciju

Q& 00 0 0.0
Jog gV AV

&* ne ovisi 0 6.

Zamjena minimizatora v* s Diracovom masom koncentriranom u £* ne
mijenja 0, u®, u' i p°. Stoga moZemo restringirati minimizaciju po v na
podskup od P(£2,Sy—1) Diracovih masa tipa

v(x,€) = 6(§ = &°(x)) -
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Optimalni uvjeti

Napomena 1.

U slucaju kada je A° izotropna, moZemo izralunati eksplicitno smjer £* .
Ako ili VuP ili Vp° i$¢ezavaju, svaki smjer je optimalan. U suprotnom,
optimalan smjer je

e—¢ : :
f*:makOJee;ée’,f*J_eakOJee:e’,

7% vp°
gdjeeziuoielzipo.
VPl VPO

Irena Brdar Problem optimalnog dizajna 24.04.2018. 24 / 45



Optimalni uvjeti

Nakon eliminacije mjere v, tj. uvrStavanjem optimalne Diracove mase
koncentrirane u £*(x), dobijemo da funkcija cilja ovisi samo o 6.

x , . 1.

5(0) = [ @) [ )t [ )tk -
Q Q Q

7)2/QHAOVU1-Vpodx+772/ﬂc9(1—H)AOI\/I*AOVUO-Vpodx+

1

/ J2(40)ds + 1 / B(u0)utds + 1 / L () (uty2ds
Y (Y I—N2

B §*®§*

M=
S AOé‘*é‘*
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Optimalni uvjeti

Mozemo eliminirati u! u u &lanu 1.reda od 7. MnoZenjem (12) s u! i

parcijalnom integracijom, i &injenjem istog za (8) mnoZenjem s p°,
dobijemo

/ji(uO)uldx+/ jé(u")ulds:—/9A°vu°-vp°dx.
Q Y Q
Stoga zaklju€ujemo,
J:Q(G):/jl(uo)dx—k/ jg(uo)ds—n/ 0A'V O - VpPdx+
Q Y Q
2 1 S0, 0 1\2 2 1 S0 0 12
n° | i) )dx+n" [ S (u0)(uT)ds
Q2 ry 2

/eAOVU -V pdx + n? /9 0)A°M* APV 10 - VpPdx .
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Optimalni uvjeti

Lema 3
Funkcija cilja JZ,(0) je Frechet derivabila i njezina derivacija u smjeru
s € L>(Q) je dana s

0Jg,

(s) = _77/ AV - Vpldx — 7]2/ sA'Vut - VpPdx+
00 Q Q

772/ s(1 —20)A°M* A%V u® - v pPdx —772/ sAV W0 - Vpldx,

Q Q

gdje je p! drugo pridruZeno stanje definirano kao rjeSenje u H'(Q) zadace
"(uO)ut + div(§A°Vp°) u Q

J O)ut
pt =0nalp (13)
A py - n = (u0)ut —0AOVPO - nnaTy

—di(A°Vpt) =
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Optimalni uvjeti

Dokaz: prvo definiramo derivaciju od u' po 6 u smjeru s, oznaka

z= %—‘g(s). Lako se vidi da je u* € HY(Q) Fréchet derivabilna po 6 i da je

—div(A%Vz) = div(sA°Vu0) u Q
z=0nalp
AWz . n=—sAul - nnaly

Tada imamo
) g — 2 [ g oy 1
—2(s)=—n [ sA°Vu’ -Vp'dx+n~ [ ji(u")u zdx—

n2/ sAOVul-Vpde+772/ s(1 —20)A°M* A%V 0 - vV pOdx—

Q Q

—172/ HA’V z - Vpodx+772/ 7Y (u®)utzdx .
Q Mn
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Optimalni uvjeti

Da bismo eliminirali z, koristimo pridruZeno stanje p'. MnoZenjem (13) s
z i (14) s p! dobijemo

/j{’(uo)ulzdx—/ QAOVpO-Vde—i—/ jé’(uo)ulzds:—/sAOVuo'Vpldx
Q Q Iy Q
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Drugi oblici funkcije cilja

Funkcija cilja oblika j(Vu)

s = [ i)
Koristeci pretpostavku male amplitude, dobijemo
Jsa(x) = /Qj(Vuo)dx+77/Qj’(Vuo) -Vutdx +
772/S2j’(Vu )-Vu? + j "(VuO)\Vut - Vutdx
Promatramo optimizacijski problem

fJ 15
X'Ergjad (x) (15)

gdje su 0, ul i u? rjefenja zadada (4), (5) i (6).
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Drugi oblici funkcije cilja

® xn = 6(x), u L>°(Q;[0,1])
o ul = utu HY(Q), 2 — v? u HY(Q), gdje su u' i u? rjedenja zadaca

(8)i(9)
Jsa(xn) = /Qj(vuo)dxjtn/j’(VuO)-vu,%der
nz/j’(Vu ) - Vu? + (Vi )Vul - Vuldx
Koriste¢i H-mjere dobijeon:
lim Jul) = Ja(0) = [ J(V)detn [ (Vi) Tuldx+
nz/j’(Vu ) - Vu? + _/ ")Vl -Vl +
(1 i 0)A°NA'V L0 - Vildx ,

1 (T
N= 2/SN1 b LG

Irena Brdar Problem optimalnog dizajna 24.04.2018. 31/ 45

gdje je



Drugi oblici funkcije cilja

Propozicija 4
Relaksacija problema (15) je stoga
in  Jo(0,v). 16
P s(0,v) (16)
@ postoji barem jedan minimizator (0,v) problema (16)
@ bilo koji minimizator (0,v) problema (16) je dobiven pomocu
minimizirajuéeg niza X, problema (15) u smislu da x, — 6 u L>(Q),
0(1 — 0)v je H-mjera niza (xn — 0) i lim Jsa(xn) = Jos(6, )
n—oo

@ bilo koji minimizirajuci niz x, problema (15) konvergira u prethodnom
smislu k minimizatoru (6,v) problema (16).

Irena Brdar Problem optimalnog dizajna 24.04.2018. 32 /45



Drugi oblici funkcije cilja

pP =0narlp

—div(A'Vp?) = —divj’(VuO) u Q
AP0 . n=j(Vu®)-nnaly

—div(A°Vpl) = div(j"(Vu®)Vul) — div(0A°VpP) u Q
p!=0nalp
AOVpl - n = (0A°V Y — j/(VuO)Vul) - nna Ty
h(g) _ (AOVUO . f)(AOVPO . E) l(j”(VUO)E X f)(AOVUO . 5)2

A0¢ - ¢ "2 (A% - €)2
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Drugi oblici funkcije cilja

/J (Vu®)dx — / A’V L0 - VpPdx — 772/ 9A°V ut - VpPdx +
Q Q

n

2

/ L.vutdx + 772/ 6(1 — 0)h(&")dx
Q
%(s) = —17/ sA'Vu® - VpPdx + 772/ AV W0 - Vpldx —

n2/ AVt Vpodx+772/ s(1 — 20)h(£*)dx
Q Q
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Drugi oblici funkcije cilja

Napomena 2.

U posebnom slucaju, kada je j(Vu) = |Vu|? i A% = al, onda je p° = % i
optimalan smjer £* LV u°.
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Drugi oblici funkcije cilja

Funkcija cilja oblika j(AVu)

I = [ 1AV u)e,

Koristeéi pretpostavku malih amplituda, dobivamo
Jo(x) = /j(AOVuo)dx+n/j’(A°Vuo) (AW i+ APV L) dx +
Q Q
n? / J'(A°VWO) - (A°V P + YAV ul)dx +
Q

2
Z/j”(AOVUO)(AOVUI +XAOVUO) ) (onul +XAOVuO)dx
Q

Irena Brdar Problem optimalnog dizajna 24.04.2018. 36 / 45



Drugi oblici funkcije cilja

J5 (0,v) = /j(AOVuo)dx+n/j’(A0Vu°) (AW ul + AV LO)dx —
Q Q

2
n2/ 9A0Vu1-Vp0dx+772/ 0" (A°V u®) A°V %) - A0V uOdlx +
Q Q
2
n2/ 9j’(A°vu0).A°vU1dx+”2/(j”(onuo)onul).onU1+
Q Q
n2/ 0(j" (A°Vu®) A’V L) - AV utdx +
Q
P [oa-0) [ h(euox.de).
Q Sn-1
gdje je

(AV W - €)(AVP° - )
A% - ¢

—('(A°V ) + j"(APV ) A0V uP) - AO¢

hi(€) =

L i/ x00 . 0y 20 0 (A0 €2
+§(J (A"Vu”)A%E) - A°E) (Agé_g>
AV 0 - ¢
A% - ¢

Irena Brdar Problem optimalnog dizajna 24.04.2018. 37 /45



Drugi oblici funkcije cilja

p=0nalp

—div(A°Vp?) = —div(A%(A°VuO)) u Q
AP0 . n = (A% (A'VuP)) - nnaly

—div(A°Vp?!) = div(A°(—Vp° + j/(AOVuO) + j(APV uO) APV u0)+
+div(A%"(A°VuP) A%V ut) u Q
p1 =0nalp
AOVpl . n=gA%(Vp° — j/(AVuO) — j"(APVuO) A0V LO) - n—
—(A%"(AOV ) A0V ul) - nna Ty
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Drugi oblici funkcije cilja

0Jg,

(s) = 77/ SJ/(AOVUO)'AOVUOdX—n/ AV L0 . Vpldx —
00 Q o

nz/ sA'Vut - VpPdx + 772/ s/ (A°V i) - AV ultdx +
Q Q
n2/ s(j"(A°Vu®) APV L) - A0V utdx +
Q
1
2772/ s(j"(AVu®) A’V L0 - AV uldx +
Q

n2/SAOVUO.vpldX+172/5(1—29)h1(§)dx
Q Q
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Drugi oblici funkcije cilja

Napomena 3.

U posebnom slucaju, kada je j(AVu) = |AVu|? i A° = al, onda je 6
konstanta.

Doista, p® = 2au® i optimalan smjer u svakoj tocki je paralelan s Vu°.
Zbog toga je h1(£*) = —a?|VuO|? i

J2a(0) = o®||V [z + 170?10V’ + Vil ({2 -

Ako je O(x) = 6o, onda je ut = —0uP i drugi &lan u gornjoj formuli je 0.
Time smo pokazali da je J%,(6o) zapravo minimum.
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Algoritam

Algoritam

@ Inicijalno:

izratunati u% i p°

izraunati optimalan smjer &*
postavi # = )y konstanta
izratunaj u®0 i pt0

evaluiraj J*(6p).
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Algoritam

o lteracije: za k > 1 i kK manji od maksimalnog broja iteracija

i) izralunaj gradient 8553(0;(_1) baziran na u®, p°, ul k-1

1,k—1
p

ii) s korakom t; > 0 izralunajte

*

0, = min(l, max(O,ék)) S ék = ek_l—tkaéj;a (Qk_l)—l-/\k

gdje je Ay Lagrangeov multiplikator za konstantu
volumena

i) lzratunaj u™* u evoluiraj JZ,(0k)

iv) Ako je J5(0k) < J%(0k_1): izratunaj pb¥ i postavi
k = k + 1. Idi na korak i)

v) Ako je JE(0k) > JE(0k—1): smanji korak ty i ponovi
korake ii)-v)

1,k
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Algoritam

Primjer:

min {—/ udx}
(Ov)euy, Q

Q=(0,1) x (0,1)

u=20na 9N

{ —div((1-0,5x)IVu) =1u Q ‘ ’

* { (Ha V) € LOO(Qr [07 1]) X P(Q)SN—I) }
ad —

- td. [,0(x)dx =05
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Algoritam

Primjer:

min {/ |Vu|2dx}
(0,v)eus, Q

Q=(0,1) x (0,1)

—div((1 —0,5x)IVu) =1u Q
u =0 na o

* { (Ha V) € Loo(Q, [07 1]) X P(Q)SN—I) }
ad —

- td. [,0(x)dx =0.4
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Hvala na paZnjt!

<O «Fr o« -
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